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Тема 4 Частные производные

4.1 Частные и полные приращения функции многих переменных
4.2 Частные производные
4.3 Геометрический и механический смысл частных производных функции многих переменных
4.4 Дифференцируемость функции многих переменных
4.1 Частные и полные приращения функции многих переменных
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Аналогично определяются частные приращения 
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Геометрически для функции 
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Рисунок 2. 1 – Геометрический смысл частных и

полного приращений функции 
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4.2 Частные производные
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Для записи частной производной функции 
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Аналогично определяются частные производные 
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Частная производная функции нескольких переменных определяется как производная функции одной из этих переменных при условии, что все остальные переменные остаются постоянными. Вследствие этого, все правила и формулы дифференцирования, справедливые для производных функций одной переменной, имеют место и для частных производных. Однако во всех этих правилах и формулах при нахождении частной производной по какой-либо переменной все остальные переменные считаются постоянными.

4.3 Геометрический и механический смысл частных производных функции многих переменных
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Рисунок 2. 2 – Геометрический смысл 
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Аналогично определяется геометрический смысл частной производной функции 
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Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Графиком функции двух независимых переменных 
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Рисунок 2. 3 – Касательная плоскость 
[image: image96.wmf]a

 к поверхности 
[image: image97.wmf]W
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Уравнение касательной плоскости 
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или
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Нормалью к поверхности 
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 в данной точке 
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 называется прямая, проходящая через эту точку перпендикулярно к касательной плоскости, проведенной в данной точке поверхности. Используя условие перпендикулярности прямой и плоскости, канонические  уравнения нормали запишутся в виде:
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Точка, в которой 
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 или хотя бы одна из этих частных производных не существует, называется особой точкой поверхности. В такой точке поверхность может не иметь касательной плоскости.
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4.4 Дифференцируемость функции многих переменных
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Данное равенство называется условием дифференцируемости функции 
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Условие дифференцируемости записывается также в виде: 
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Теорема 1 (связь дифференцируемости и непрерывности) Если функция 
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Теорема 2 (необходимое условие дифференцируемости функции) Если функция 
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Утверждения, обратные утверждениям теорем 1 и 2 неверны: из непрерывности функции, а также существования ее частных производных, еще не следует дифференцируемость функции.

Теорема 3 (достаточное условие дифференцируемости функции) Если функция 
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Функции с непрерывными частными производными называются непрерывно дифференцируемыми.

Тема 5 Дифференцирование сложной функции

3.1 Полный дифференциал функции многих переменных
3.2 Геометрический смысл полного дифференциала
3.3 Дифференцирование сложной функции
3.4 Инвариантность формы первого дифференциала функции многих переменных
3.1 Полный дифференциал функции многих переменных

Если функция 
[image: image159.wmf](
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, то ее полное приращение в этой точке можно представить в виде
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Сумма первых двух слагаемых есть главная линейная (относительно 
[image: image162.wmf]x
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 и 
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) часть приращения функции и называется полным дифференциалом функции:
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Приращения независимых переменных 
[image: image165.wmf]x
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 и 
[image: image166.wmf]y
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 называются дифференциалами независимых переменных 
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[image: image168.wmf]y

 и обозначаются соответственно 
[image: image169.wmf]dx
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Тогда полный дифференциал функции запишется в виде:
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Выражения 
[image: image172.wmf](
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 называются частными дифференциалами функции 
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Таким образом, 
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Для приближенных вычислений функции 
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3.2 Геометрический смысл полного дифференциала

Учитывая, что 
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Правая часть этого уравнения представляет собой полный дифференциал функции 
[image: image186.wmf](
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 – приращение аппликаты касательной плоскости в точке касания: 
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Определение дифференцируемости функции и ее дифференциала обобщаются на случай функции многих переменных 
[image: image190.wmf](
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Условие дифференцируемости запишется в виде
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где 
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Дифференциал функции 
[image: image194.wmf](
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3.3 Дифференцирование сложной функции

Пусть 
[image: image196.wmf](
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 – функция двух переменных 
[image: image197.wmf]x

 и 
[image: image198.wmf]y

, каждая из которых, в свою очередь, является функцией независимых переменных 
[image: image199.wmf]u

 и 
[image: image200.wmf]v
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Тогда функция 
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 является сложной функцией двух независимых переменных 
[image: image204.wmf]u

 и 
[image: image205.wmf]v

. Переменные 
[image: image206.wmf]x

 и 
[image: image207.wmf]y

 называются промежуточными переменными.

Теорема 1 Если функция 
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Для функции 
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 трех переменных, каждая из которых, в свою очередь, является функцией независимых переменных 
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частные производные сложной функции 
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Аналогично для функции 
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 переменных, 
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 функции независимой переменной 
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, сложная функция 
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сложной функции 
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 называется полной производной.
3.4 Инвариантность формы первого дифференциала функции многих переменных

Найдем полный дифференциал сложной функции 
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в формулу полного дифференциала сложной функции двух переменных 
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Так как 
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Видно, что форма записи полного дифференциала функции двух переменных не зависит от того, являются ли 
[image: image251.wmf]u

 и 
[image: image252.wmf]v

 независимыми переменными, или функциями других независимых переменных. Аналогичное утверждение имеет место и для функции 
[image: image253.wmf](
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. В этом и заключается инвариантность формы первого дифференциала функции  многих переменных. 
Темы 6 Частные производные, дифференциалы высших порядков 
6.1 Частные производные высших порядков
6.2 Теорема о равенстве смешанных производных
6.3 Дифференциалы высших порядков функции двух переменных
6.1 Частные производные высших порядков

Пусть функция 
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. Эти производные, в свою очередь, являются функциями двух переменных 
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 называются частными производными первого порядка. Частные производные по 
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 от частных производных первого порядка, если они существуют, называются частными производными второго порядка от функции 
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 дифференцируется последовательно два раза по 
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 дифференцируется сначала по 
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 дифференцируется сначала по 
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 дифференцируется последовательно два раза по переменной 
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Если производные второго порядка являются непрерывными функциями, то их можно дифференцировать по переменным 
[image: image284.wmf]x

 и 
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. Получим частные производные третьего порядка и т. д. Частная производная от производной 
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 и т.д.

Частные производные высших порядков функции 
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6.2 Теорема о равенстве смешанных производных

Теорема 1 Если функция 
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Теорема 1 имеет место и для функции любого числа переменных.

Пусть 
[image: image303.wmf](
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 – функция двух независимых переменных 
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, дифференцируемая в области 
[image: image306.wmf](

)

f

D

. Выражение вида:


[image: image307.wmf](

)

(

)

,,

xy

dffxydxfxydy

¢¢

=+

,

называется дифференциалом первого порядка функции 
[image: image308.wmf](
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6.3 Дифференциалы высших порядков функции двух переменных

Дифференциал от дифференциала первого порядка в любой точке 
[image: image309.wmf](
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, если он существует, называется дифференциалом второго порядка и обозначается:
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Аналитическое выражение для 
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Аналогично для дифференциала третьего порядка 
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И так далее.

Функция 
[image: image317.wmf]f

 называется 
[image: image318.wmf]k

 раз непрерывно дифференцируемой в области 
[image: image319.wmf]G

, если для нее существует 
[image: image320.wmf]k

-ый дифференциал в этой области.

Аналитическое выражение для дифференциала 
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-го порядка кратко записывается в виде символической формулы:
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причем правая часть этого равенства раскрывается формально по биномиальному закону.

Если 
[image: image323.wmf](

)

,

fxy

 дифференцируемая функция промежуточных аргументов 
[image: image324.wmf]x

 и 
[image: image325.wmf]y

, которые, в свою очередь, являются дифференцируемыми функциями 
[image: image326.wmf]u

 и 
[image: image327.wmf]v

, то 
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. Следовательно, приведенные выше формулы дифференциалов не являются инвариантными для сложных функций.
Темы 7 Формула Тейлора для функции многих переменных
7.1 Формула Тейлора для функции двух переменных 
7.2 Формула Маклорена для функции двух переменных
7.1 Формула Тейлора для функции двух переменных 

Теорема 2 (Тейлора) Пусть функция двух переменных 
[image: image330.wmf](
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Следствие. При условиях теоремы 2 имеет место формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано
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[image: image339.wmf](
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7.2 Формула Маклорена для функции двух переменных

Если в формуле Тейлора положить 
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, то имеет место формула Маклорена:
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С помощью формулы Тейлора для функции двух независимых переменных можно находить приближенные значения функции в точке, а также исследовать функции двух переменных на экстремум.

Тема 8 Экстремум функции многих переменных

8.1 Понятие экстремума функции многих переменных
8.2 Необходимое условие локального экстремума
8.3 Некоторые сведения о квадратичных формах
8.4 Достаточные условия  локального экстремума функции многих переменных
8.1 Понятие экстремума функции многих переменных

Пусть дана функция 
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Точка 
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значение 
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 называют локальным максимумом (минимумом) функции и обозначается:
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Точки максимума или минимума функции называют точками экстремума функции, а максимумы и минимумы функции – экстремумами функции.

Очевидно, что если функция 
[image: image354.wmf](
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 локальный экстремум, то в случае локального максимума 
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а в случае локального минимума –
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8.2 Необходимое условие локального экстремума

Теорема 1 (необходимые условия существования локального экстремума) Если в точке 
[image: image362.wmf]0
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 дифференцируемая функция 
[image: image363.wmf](
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 имеет локальный экстремум, то ее частные производные в этой точке равны нулю:
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или, по крайней мере, одна из них не существует.

Следствие. Если функция 
[image: image365.wmf](
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 имеет в точке 
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 локальный экстремум, то ее дифференциал в этой точке 
[image: image367.wmf](
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 равен нулю или не существует.
Точки, в которых выполняется необходимое условие, называются стационарными. Точки, в которых дифференциал функции равен нулю или не существует, называются точками возможного экстремума или критическими.

Равенство нулю частных производных первого порядка не является достаточным условием существования экстремума функции 
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8.3 Некоторые сведения о квадратичных формах

Функция вида 
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называется квадратичной формой от переменных 
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, называются коэффициентами квадратичной формы, матрица 
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называется матрицей квадратичной формы.

Если 
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, то квадратичная форма называется симметричной.

Главными минорами матрицы 
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 называются определители:
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Квадратичная форма 
[image: image385.wmf](

)

n

x

x

x

Q

;...;

;

2

1
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–  положительно определенной (отрицательно определенной), если для любых значений переменных 
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– знакоопределенной, если она является положительно определенной или отрицательно определенной;

– квазизнакоопределенной, если она принимает либо только неотрицательные, либо только неположительные значения, при этом обращается в нуль не только при 
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– знакопеременной, если она принимает как  положительные, так и отрицательные значения.

Теорема 2 (критерий Сильвестра) Для того, чтобы квадратичная форма 
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 была положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все ее главные миноры были положительны:
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Для того чтобы квадратичная форма 
[image: image395.wmf](
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 была отрицательно определенной, необходимо и достаточно, чтобы знаки главных миноров ее матрицы чередовались следующим образом:
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Для функции 
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 второй дифференциал представляет собой квадратичную форму 
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от переменных 
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8.4 Достаточные условия  локального экстремума функции многих переменных

Теорема 3 (достаточные условия существования локального экстремума) Пусть функция 
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 дифференцируема в некоторой окрестности точки 
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2) если 
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 является знакопеременной квадратичной формой, то функция 
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В случае 
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 локальный экстремум, а может и не иметь.

В частности, для функции двух переменных 
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 имеем теорему 4.

Теорема 4 (достаточные условия существования локального экстремума функции двух переменных) Пусть 
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Тогда точка 
[image: image429.wmf](
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1) точкой локального максимума, если 
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2) точкой локального минимума, если 
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3) если 
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 локального экстремума нет, 

4) 
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В случае 
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Тема 9 Дифференцирование неявной функции
9.1 Неявные функции, задаваемые одним уравнением
9.2 Неявные функции, задаваемые системой уравнений
9.3 Якобиан системы функций
9.4 Зависимость функций
9.1 Неявные функции, задаваемые одним уравнением

Рассмотрим уравнение 
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Теорема 1 Пусть функция 
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 непрерывны в некоторой окрестности точки 
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Тогда в некоторой окрестности точки 
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Если функция 
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Если уравнение поверхности 
[image: image459.wmf]W

 задано неявной функцией 
[image: image460.wmf](
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 к поверхности имеет вид
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и каноническое уравнение нормали:
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9.2 Неявные функции, задаваемые системой уравнений

Рассмотрим систему из 
[image: image464.wmf]m

 уравнений 
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Решение этой системы относительно 
[image: image466.wmf]1
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, 
[image: image467.wmf]2
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 есть 
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и называется совокупностью неявных функций.
9.3 Якобиан системы функций

Определитель


[image: image471.wmf](
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составленный из частных производных, называется якобианом (определителем Якоби) функций 
[image: image472.wmf]1
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Теорема 2 Пусть 

1) функции 
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 дифференцируемы в некоторой 
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-окрестности точки 
[image: image485.wmf](
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Тогда в некоторой окрестности точки система уравнений 
[image: image494.wmf](
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, определяет единственную совокупность дифференцируемых неявных функций вида 
[image: image496.wmf](
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Для того чтобы найти частные производные неявных функций, необходимо решить 
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 систем линейных уравнений относительно 
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определителем, которой является якобиан (в силу теоремы 2, якобиан отличен от нуля).

9.4 Зависимость функций

Пусть функции 
[image: image505.wmf](
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 определены и дифференцируемы в некоторой области 
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 от остальных функций, если ее можно представить в виде 
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где 
[image: image512.wmf]F

 – дифференцируемая функция своих аргументов.

Если ни одна из функций 
[image: image513.wmf](
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[image: image515.wmf]G

.

Теорема 3 (достаточное условие независимости) Пусть

1) функции 
[image: image516.wmf](
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, дифференцируемы в некоторой окрестности точки 
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2) якобиан этих функций по каким-либо переменным не равен нулю в этой точке.

Тогда функции 
[image: image519.wmf](
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Следствие Если функции 
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 равны нулю в этой окрестности.

Тема 10 Условный экстремум

10.1 Понятие условного экстремума

10.2 Методы отыскания условного экстремума

10.3 Метод множителей Лагранжа

10.4 Глобальный экстремум функции многих переменных 

10.1 Понятие условного экстремума

Рассмотрим функцию 
[image: image526.wmf](
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Данные соотношения называются условиями связи. Пусть координаты точки 
[image: image529.wmf](
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 удовлетворяют данной системе уравнений.

Говорят, что функция 
[image: image530.wmf](
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 имеет в точке 
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 условный минимум (максимум) при условиях связи, если существует такая 
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-окрестность точки 
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, координаты которой удовлетворяют уравнениям (6.1), выполняется неравенство
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В отличие от обычной (безусловной) точки экстремума, значение функции в точке условного экстремума сравнивается с ее значениями не во всех точках некоторой 
[image: image538.wmf]d

-окрестности точки 
[image: image539.wmf]0

P

, а только в тех ее точках, которые связаны между собой условиями связи.

10.2 Методы отыскания условного экстремума
Рассмотрим методы нахождения условного экстремума функции 
[image: image540.wmf](
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 которой удовлетворяют уравнению связи 
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Пусть требуется найти локальный экстремум функции 
[image: image544.wmf](
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 при условии, что переменные 
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 и 
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 удовлетворяют уравнению связи 
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Если уравнение связи можно однозначно разрешить относительно переменной 
[image: image548.wmf]y

, т. е. выразить 
[image: image549.wmf]y

 как функцию 
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 функцию 
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, получается функция одной переменной 
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. Для этой функции проводится исследование на локальный экстремум известными методами. Найденные экстремумы являются точками условного экстремума для функции
[image: image556.wmf](
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 можно однозначно разрешить относительно переменной 
[image: image558.wmf]x

, т. е. 
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 выразить как функцию 
[image: image560.wmf]y

.

Если условие связи задается параметрическими уравнениями 
[image: image561.wmf](
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, то, подставляя 
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 и 
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 в аналитическое выражение функции
[image: image566.wmf](
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, приходим к задаче отыскания экстремума функции одной переменной. 

Если уравнение связи нельзя разрешить относительно какой-либо одной из переменных или представить параметрическими уравнениями, данная задача значительно усложняется.

10.3 Метод множителей Лагранжа

Рассмотрим задачу нахождения условного экстремума функции
[image: image567.wmf](
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, не разрешая уравнение связи 
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 или 
[image: image570.wmf]y
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Введем вспомогательную функцию, называемую функцией Лагранжа:
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где 
[image: image572.wmf]l

 – некоторое действительное число, которое называется множителем Лагранжа.
Теорема 1 (Лагранжа) Пусть 1) функция 
[image: image573.wmf](
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 определена и дифференцируема в точке 
[image: image574.wmf](
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 и имеет в этой точке условный экстремум при условиях связи 
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-окрестности точки 
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 условиям теоремы 2 практического занятия 3.

Тогда существует такое число 
[image: image579.wmf]l

, что выполняются условия Лагранжа:
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Согласно этой теореме для нахождения условного экстремума функции 
[image: image583.wmf](
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 с уравнением связи 
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– составить функцию Лагранжа 
[image: image585.wmf](
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– найти точки 
[image: image586.wmf](

)

;;

kkk

xy

l

 возможного экстремума функции Лагранжа;

– при фиксированном 
[image: image587.wmf]k
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 для дифференциала 
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 проверить условие 
[image: image589.wmf](
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. Если оно выполняется, то точка 
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 является точкой  условного экстремума функции 
[image: image591.wmf](
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Метод множителей Лагранжа имеет место и для функции многих переменных 
[image: image592.wmf](
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10.4 Глобальный экстремум функции многих переменных 

Пусть функция 
[image: image593.wmf](
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 определена на компакте 
[image: image594.wmf]D

. Тогда  на нем она достигает своих наименьшего и наибольшего значений либо внутри 
[image: image595.wmf]D

, либо на границе. 

Точки, в которых функция принимает наибольшее и наименьшее значения на компакте называются точками глобального экстремума. Если точка глобального экстремума функции является внутренней точкой области, то она является точкой локального экстремума, а если граничной, то – точкой условного экстремума. Следовательно, чтобы найти глобальные экстремумы функции 
[image: image596.wmf](
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 на компакте 
[image: image597.wmf]D

, необходимо найти локальные и условные экстремумы функции, сравнить найденные значения и выбрать наибольшее и наименьшее.

Вопросы для самоконтроля

Определения
1 Дайте определения: а) 
[image: image598.wmf]n

-мерного арифметического точечного пространства; б) расстояния в пространстве ℝn, в) 
[image: image599.wmf]n

-мерного евклидова пространства.

2 Дайте определения окрестности и проколотой окрестности точки в пространстве ℝn.

3 Какая точка множества называется: а) внутренней; б) граничной; в) предельной; г) изолированной? 

4 Какое множество называется а) открытым; б) замкнутым; в) компактом; г) связным; д) областью?

5 Что называется функцией в пространстве ℝn?

6 Что называется множеством уровня?

7 Сформулируйте определения предела функции 
[image: image600.wmf](
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 в точке по Гейне и по Коши. 

8 Дайте для функции многих переменных определения бесконечных пределов: 
а) 
[image: image601.wmf](
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9 Сформулируйте определение повторного предела функции двух переменных. 

10 Какая функция называется непрерывной в точке? Сформулируйте определение непрерывности функции на компактах.

11 Сформулируйте определение равномерной непрерывности функции.

12 Какое число называется колебанием функции 
[image: image610.wmf](

)

n

x

x

x

f

u

,...,

,

2

1

=

?

13 Как определяются частные и полные приращения функции многих переменных?

14 Дайте определение частных производных.

15 Дайте определение дифференцируемости функции нескольких переменных в точке.
16 Что называется полным дифференциалом функции многих переменных? 

17 Какая функция называется неявной? 

18 Что называется совокупностью неявных функций, определяемых системой уравнений?

19 Что называется якобианом? 

20 Какие функции называются а) зависимыми, б) независимыми?

21 Дайте определение локального экстремума функции многих переменных.

22 Какие точки называются стационарными и критическими?

23 Какая функция называется квадратичной формой? Что такое матрица квадратичной формы и ее главные миноры?

24 Какая квадратичная форма называется: а) положительно определенной; б) отрицательно определенной; в) знакоопределенной;

25 г) квазизнакоопределенной; д) знакопеременной? Что называется условным экстремумом функции? Какая функция называется функцией Лагранжа? 

Формулировки теорем и формулы

1 Какими свойствами обладают непрерывные функции?

2 В чем суть теоремы Кантора?

3 Сформулируйте теорему о непрерывности сложной функции многих переменных

4 Запишите уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности.

5 Сформулируйте правило дифференцирования сложной функции.

6 Сформулируйте теорему о существовании, единственности и непрерывности неявной функции 
[image: image611.wmf](
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7 Сформулируйте теорему о дифференцировании функции 
[image: image612.wmf](
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8 Сформулируйте теорему о существовании, единственности и дифференцируемости совокупности неявных функций, определяемых системой уравнений.

9 Сформулируйте теорему о достаточном условии независимости функций.

10 Как находятся частные производные высших порядков?

11 Какой вид имеет формула Маклорена?

12 Сформулируйте критерий Сильвестра.

13 В чем состоит метод исключения части переменных?

14 В чем состоит метод Лагранжа?

15 Как найти глобальные экстремумы функции?

Доказательства теорем

1 Сформулируйте и докажите теорему о существовании повторных пределов.

2 Сформулируйте и докажите  необходимое условие дифференцируемости функции в точке.

3 Сформулируйте и докажите достаточное условие дифференцируемости функции в точке.

4 Сформулируйте и докажите теорему о равенстве смешанных производных.

5 Сформулируйте и докажите теорему Тейлора для функции 
[image: image613.wmf](
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6 Сформулируйте и докажите необходимые условия локального экстремума функции многих переменных.

7 Сформулируйте и докажите достаточные условия экстремума в точке функции двух переменных.

8 Сформулируйте и докажите теорему о необходимых условиях Лагранжа условного экстремума.

9 Вопросы и задачи на понимание

10 Может ли внутренняя точка не принадлежать множеству? Может ли точка одновременно быть внутренней и граничной для некоторого множества?

11 Какие функции непрерывны на линейно связных множествах?

12 Является ли ограниченными функции а) 
[image: image614.wmf]22

1

z

xy

=

+

; б) 
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 в своей области определения? Если да, то найти точную верхнюю и точную нижнюю грань.

13 Является ли равномерной непрерывной функция 
[image: image616.wmf]22
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14 В чем состоит геометрический и механический смысл частных производных функции многих переменных?

15 Как связаны непрерывность и дифференцируемость функции?
16 В чем состоит геометрический смысл дифференциала функции двух переменных?

Раздел 3 Интегральное исчисление функции многих переменных 

Тема 1 Криволинейные интегралы 1-го 

1.1 Задачи, приводящие к понятию криволинейного интеграла 1-го рода
1.2 Определение и свойства криволинейного интеграла 1-го рода
1.3 Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода
1.4 Приложения криволинейного интеграла 1-го рода
1.1 Задачи, приводящие к понятию криволинейного интеграла 1-го рода

Задача о массе материальной линии. Пусть вдоль некоторой гладкой кривой 
[image: image619.wmf]AB

 распределена масса с переменной плотностью 
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 дуги 
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Разобьем дугу 
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 (рисунок 3.1).
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Рисунок 3.1 – Разбиение материальной кривой

Будем считать, что на каждой частичной дуге плотность постоянна и равна 
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 – произвольная точка частичной области. Тогда масса части 
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 приблизительно равна 
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, а масса всей дуги 
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Обозначим 
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 тем точнее, чем меньше длина каждой части 
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 можно считать

[image: image648.wmf](

)

å

=

®

D

×

=

n

i

i

i

i

l

m

1

0

;

lim

h

x

r

l

.
Задача о площади цилиндрической поверхности. Пусть в плоскости 
[image: image649.wmf]Oxy

 задана некоторая гладкая кривая 
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, которая является областью определения некоторой функции 
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 в совокупности представляют собой некоторую пространственную кривую. Требуется найти площадь цилиндрической поверхности, для которой 
[image: image655.wmf]AB

 – образующая, направляющие параллельны оси 
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, ограниченной сверху 
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, с боков прямыми (рисунок 3. 2).
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Рисунок 3.2 – Цилиндрическая поверхность

Разобьем дугу 
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 точками 
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 частичных дуг 
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 проведем перпендикуляры к плоскости 
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 полосок. На каждой частичной дуге 
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. Каждую полоску заменим прямоугольником, у которого 
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 – высота. Тогда площадь каждой полоски приблизительно будет равна 
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, а площадь всей цилиндрической поверхности
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Обозначим 
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 тем точнее, чем меньше длина каждой части 
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1.2 Определение и свойства криволинейного интеграла 1-го рода

Пусть функция 
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Рисунок 3. 3 – Разбиение кривой 
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для определения криволинейного интеграла 1-го рода

Сумма 
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 называется интегральной суммой для функции 
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, определенной на кривой 
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Обозначим 
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Криволинейным интегралом первого рода называется предел (если он существует) интегральной суммы при 
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Подынтегральная функция 
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 называется интегрируемой вдоль кривой 
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, сама кривая 
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 – контуром интегрирования, 
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 – начальной  и конечной точками интегрирования, 
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 – дифференциал дуги.

Теорема 1 (существование криволинейного интеграла 1-го рода) Если функция 
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 непрерывна в каждой точке гладкой кривой 
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 существует, и его величина не зависит от способа разбиения кривой на части и выбора  точек на них.

Криволинейный интеграл 1-го рода обладает следующими свойствами:
– 
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 – длина кривой 
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– (линейность) если 
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 — произвольные постоянные числа, функции 
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 тоже интегрируема на кривой 
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 и справедливо равенство:
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– (аддитивность) если кривая 
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 состоит из двух частей 
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, имеющих одну общую точку, на каждой из которых 
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 интегрируема, то функция 
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 также интегрируема на кривой 
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 и справедлива формула:
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– (оценка интеграла) если на кривой 
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 имеет место неравенство 
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 – длина кривой 
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– (монотонность) если для точек кривой 
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 выполнено неравенство 
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– криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от направления обхода кривой 
[image: image755.wmf]AB
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1.3 Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода

Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода сводится к вычислению определенного интеграла.

Пусть кривая 
[image: image757.wmf]AB

 задана параметрическими уравнениями 
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 – непрерывно дифференцированные функции параметра 
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, причём точке 
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 соответствует 
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 – значение 
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Тогда дифференциал длины дуги равен 
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и криволинейный интеграл 1-го рода вычисляется по формуле:
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Пусть кривая 
[image: image771.wmf]AB

 задана в полярных координатах уравнением 
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 имеет непрерывную производную 
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. Тогда дифференциал дуги равен 
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 и криволинейный интеграл 1-го рода вычисляется по формуле:
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Пусть кривая 
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 задана уравнением 
[image: image780.wmf](

)

x

y

y

=

, 
[image: image781.wmf]b

x

a

£

£

, и 
[image: image782.wmf](

)

x

y

 имеет непрерывную производную 
[image: image783.wmf](

)

x

y

¢

 на отрезке 
[image: image784.wmf][

]

b

a

;

. Дифференциал дуги имеет вид 
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 и справедливо равенство
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Аналогично определяется криволинейный интеграл 1-го рода для функции 3-х переменных по пространственной кривой 
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Для вычисления криволинейного интеграла 1-го рода от функции 
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 по пространственной кривой 
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, заданной параметрическими уравнениями 
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1.4 Приложения криволинейного интеграла 1-го рода

Криволинейный интеграл 1-го рода используется  для вычисления:
– длины кривой: 
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– площади цилиндрической поверхности, направляющей которой служит кривая 
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, лежащая в плоскости 
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, и образующая параллельна оси 
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– массы материальной кривой 
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 с плотностью 
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– статических моментов и координат центра тяжести материальной кривой 
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 с плотностью 
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– моментов инерции материальной кривой 
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 с плотностью 
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